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ABSTRACT

Analyses of classification procedures
reliability — probabilistic model
of classification error

P. Boschek

It is known that there is a very powerful and de-
tailed methodology for a reliability analysis of
tests that are used for the measurement in psy-
chological diagnostics. However, there are also
various diagnostic classification procedures in
which observed variable is measured only on a
nominal scale. For such classifications, the in-
formation about their reliability is available very
rarely. Of course, one reason for this is the fact
that there is no sufficiently developed methodol-
ogy for the nominal classification, unlike for the
test measurements. The analysis of reliability in
these cases is usually based on the Cohen-Fleiss
kappa conception, i.e. the concordance analysis

UvVOD

of two or more replications of classification. The
aim of this paper is to present new, innovative
methods of the analysis of reliability of clas-
sification procedures, based on a probabilistic
model of error in classification. This model is
based on analogous principles as the ,.true-er-
ror* model of classical test theory.
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Nezbytnou soucasti metodologie psychologického vyzkumu zejména v oblasti psy-
chologické a samoziejmé i 1ékarské diagnostiky je konstrukce méficich, Skalovacich
¢i klasifikac¢nich procedur s vysokym stupném reliability. Jediné tak Ize spolehlivé
analyzovat sledované psychické jevy pro tcely formulace psychologickych zakoni-
tosti, resp. stanovit s dostatecnou spolehlivosti diagnostickou kategorii testovanych
jedinct.

Zaklady systematického piistupu feseni této problematiky jsou spojeny se jménem
Charlese Spearmana, ktery jiz v roce 1910 postuluje rozklad pozorovaného (testo-
vého) skoru X na dvé stochasticky nezavislé slozky, skutecny skoér 7' (= true score)
a chybu méfeni £ (= error of measurement). Tento postulat (X = 7 + E) a potazmo
odvozeny rozklad variance observovaného skéru predstavuje princip klasického tes-
tového modelu, ktery poskytuje metodiku analyzy reliability testovych procedur.
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Predpokladem pro aplikaci klasického testového modelu je samoziejmé intervalo-
vy charakter nejen pozorovaného skoru, ale i jeho latentnich aditivnich slozek. Ten-
to predpoklad zarucuje smysluplnost rozkladu variance pozorovaného skoéru na dil¢i
slozky odpovidajici skute¢nému skoru a chybé méteni a umoznuje tak definovat miru
reliability (koeficient reliability, index reliability). Bodové a intervalové odhady téch-
to mér reliability ziskavame bud’ na zékladé Pearsonova koeficientu korelace pfi stra-
tegii paralelnich observaci (dependabilita, ekvivalence, objektivita) nebo na zaklade
modelu analyzy variance (odhad vnitini konzistence) v ptipad¢, kdy analyzovany tes-
tovy skor je linearni kombinaci skorti polozek testu. K tomu, abychom mohli ziskat
validni induktivni soudy o ptislusnych populacnich parametrech, pfistupuje navic po-
7zadavek normalniho rozdéleni slozek X, E.

V psychologické diagnostice se vSak vyskytuje pomérné veliké mnozstvi testo-
vych a skalovacich procedur, které nespliiuji predpoklad intervalové skaly. V pfipadé,
ze pozorovany skor ma pouze ordinalni charakter (zndmkové klasifikace, Likertovy
a rozli¢né jiné posuzovaci $kaly atp.), nelze charakteristiky (miry) reliability viibec
definovat. Potadové statistiky, které se zde pro Gcely kvantifikace stupné reliability
pouzivaji, maji charakter pouhého indikatoru bez adekvatniho empirického rela¢niho
systému. Navic induktivni metody se v téchto ptipadech zuzuji na pouhy test hypoté-
zy poradové nezavislosti, ktery se navic ¢asto komplikuje velkym poétem shodnych
poradi u 8kal s malym rozsahem. V ptipad¢ dvojnasobné klasifikace se v té€chto dato-
vych situacich pouziva pirevazné Kendalllv, pfipadné Spearmantv korela¢ni koefici-
ent. V pripadé vice replikaci klasifikaéni procedury je mozno (se stejnymi vyhrada-
mi) uzit Kendalltv koeficient shody (konkordance), ktery je modifikaci Friedmanovy
»potadové analyzy rozptylu®.

Zcela odlisnou kategorii predstavuji klasifikacni procedury, kdy pozorovany statis-
ticky znak ma pouze nomindlni charakter (napft. stanoveni diagnozy, pozitivita-negati-
vita testu, dichotomické klasifikace v rozli€nych vybé&rovych fizenich atp.), tedy zata-
zeni osob do disjunktnich diagnostickych kategorii. I v téchto pfipadech je potiebné,
stejné jako u testovych métfeni, mit k dispozici informaci o reliabilité takové klasifi-
kace, nebot’ je zndmo, Ze stupen reliability ovliviiuje potazmo i vysledky statistické
analyzy. Skute¢nost je bohuZzel takova, Ze i u bézné€ pouzivanych klasifika¢nich pro-
cedur se informace o jejich reliabilit¢ vyskytuje zcela vzacné. V téchto vyjimecnych
ptipadech je analyza reliability vétSinou zalozena na zndmém Fleiss-Cohenové kappa
modelu, tedy odhadu piislu$né varianty kappa-koeficientu konkordance na zaklad¢
dvou ¢i vice nezavislych replikaci klasifikace. Replikaci mize predstavovat model
»test-retest™, avSak asi nejCastéjsi pripad, ktery se zde vyskytuje, predstavuji nezavislé
klasifikace dvou, nebo vice hodnotiteld, tedy analyza objektivity klasifikace, ktera je
v téchto ptipadech zfejme nejpodstatnéjsi komponentou reliability.

Cilem této stati je prezentace netradicni metody analyzy reliability klasifikacnich
procedur zalozené na pravdépodobnostnim modelu chyby v klasifikaci. Tato meto-
da poskytuje oproti klasické koncepci Fleiss-Cohenovy kappa vydatnéjsi informaci
o stupni reliability analyzované klasifika¢ni procedury, a co je asi nejpodstatngjsi,
ziskané statistiky lze také 1épe interpretovat.

Pfi prezentaci modelu chyby v klasifikaci budeme z didaktickych diivodt postu-
povat systematicky. Princip metody a potfebny ndastin teorie vysvétlime ivodem
na nejjednodussim modelu dichotomické klasifikace, a to nejprve pro ptipad dvou
nezavislych klasifikaci. Posléze tento model zobecnime na obecny pfipad R > 2 kla-
sifikaci. Jiz na tomto misté je uzitecné piipomenout, Ze princip obecného modelu,
tzn. piipad multinomické klasifikace s obecnym poctem replikaci je zcela analogic-
ky. Samoziejme se v takové datové situaci nesmirné komplikuje indexové oznaceni
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pouzivané v popisu jednotlivych komponent modelu, cozZ je nevyhodné pro tvodni
prezentaci principu. Krome této skutecnosti je i¢elné jiz tvodem se zminit o dal§im
dalezitém aspektu, ktery ovlivituje formalni zplisob prezentace metody v této stati.
Jak byva obvyklé u vicerozmérnych statistickych metod, je vypocetni postup in-
feren¢nich metod velice komplikovany. Kromé uvodniho nejjednodussiho modelu
predstavuje odhad parametrti feSeni soustavy nelinearnich rovnic. To je mozné pou-
ze s pouzitim vhodnych numerickych metod (tzn., Ze vypocet odhadt nelze vyjadrit
primo analyticky). Pro tyto ucely byl vytvofen program, ktery kompletné fesi vypo-
¢et vSech inferenc¢nich statistik a jehoz vystupy u prezentovanych ptrikladd vyuzi-
tento program obsahuje. Jednotlivé specifikované modely budou bohaté ilustrované
konkrétnimi piiklady. Souc¢asné budou tyto datové situace analyzované také pomoci
kappa-metodologie, abychom mohli porovnat informa¢ni pfinos obou metod.

Pravdépodobnostni model chyby v dichotomické klasifikaci

Uvodem je éelné zde kratce (i zjednodusend) p¥ipomenout znamy princip stochas-
tického modelu klasické testové teorie, abychom si uvédomili silnou ideovou analogii
obou modeli. Klasicky testovy model je zalozen na postulatu X = T + E, tedy vyja-
dfeni méfené¢ho skoru X jako souctu dvou nezavislych ndhodnych veli¢in, pravého
(True) skoéru T a chybové slozky (Error) E. Predpoklad nezavislosti téchto komponent
umoznuje definovat miru reliability a na zakladé nezavislych opakovani ziskat jeji
vybérovy odhad, smérodatnou odchylku chybové komponenty, a tim potazmo i kon-
fiden¢ni interval pro pravy testovy skor.

Pravdépodobnostni model chyby v klasifikaci, zcela analogicky jako klasicky tes-
tovy model, postuluje distribuci observované kategorie X nominalni klasifikace jako
funkeci pravé (skutecné) kategorie 7'a podminéné chybové slozky X | T, ktera kvantifi-
kuje stupen reliability této klasifikace. Tento princip je v nasem piipadé dichotomické
klasifikace, tedy klasifikace do dvou kategorii oznacenych (1, 2), patrny ze vztahu
distribuce téchto nahodnych proménnych, coz neni nic jiného, nez znamy vzorec pro
uplnou pravdépodobnost.

P(X=1)=P(T=1D)P(X=1|T=1)+P(T=2)P(X=1|T=2)
P(X=2)=P(T=1)P(X=2|T=1)+P(T=2)P(X=2|T=2)

resp. ,
PX=i)=2P(T=kPX=10)|T=k),

kde jednotlivé slozky predstavuji (pro i,k = 1,2):
PX=1) rozdé¢leni pravdépodobnosti pozorované (klasifikované) kategorie.
P(T=k) rozdé¢leni pravdépodobnosti skutecné (,,true®) resp. pravé kategorie.
P(X =1i| T=k) podminéné rozdéleni pravdépodobnosti pozorované kategorie
podminéno skute¢nou kategorii (vyjadieni chybové slozky klasifikace).
Zde napft. prvni z prezentovanych vztaht vyjadiuje pravdépodobnost klasifikace
objektu do prvni kategorie. To mlize nastat dvéma zptisoby: bezchybnou klasifikaci,
pokud prvni kategorie je ,,pravou‘ kategorii, nebo chybnou klasifikaci do ,,nepravé*
prvni kategorie. Vzhledem k tomu, Ze tyto moznosti pfedstavuji disjunktni jevy, 1ze
pravdépodobnost vysledku klasifikace vyjadrit v uvedené souctové podobé (analogic-
ky druhy vztah).
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Je ziejmé, ze vysoka reliabilita takové klasifikace je vyjadiena nizkymi hodnotami
podminénych pravdépodobnosti chyby klasifikace P(X=i| T = k), pro rozdilné kate-
gorie i # k, anaopak. V extrémnim ptipadé nulovych pravdépodobnosti by se jednalo
o totalni reliabilitu, coz znamena ekvivalentni distribuci observovanych a pravych
kategorii.

Opét analogicky, jako v pripad¢ klasické teorie testd, je ziejmé, ze piimy odhad
pravdépodobnostni funkce mizeme ziskat pouze u pozorovanych kategorii, a pro zis-
kani vybérovych odhadu distribuce 7'a X | T'je tfeba mit k dispozici data z nezavislych
replikaci téchto klasifikaci. Jak jiz bylo feCeno, budeme se pro snadnéjsi orientaci
v dané problematice ivodem zabyvat nejjednodussim piipadem dvou nezavislych
klasifikaci (v praxi asi nej¢astéji nezavisla hodnoceni resp. klasifikace dvou hodno-
titellt). V textu pozdéji tento piedpoklad rozsifime na obecny pocet klasifikaci, ktery
samoziejmé poskytuje podstatné vyssi miru informace pro vlastni analyzu reliability.

Vstupni data v ptipadé dvou klasifikaci (dvojnasobna replikace) predstavuji kla-
sické McNemarovské schema, tedy Cetnosti 7., i,j =1,2 sdruzené klasifikace napf.
dvou hodnotitelt ( X, X,) ve ctyrpolm kontmgencm tabulce. Tyto vybérové cetnos—
ti pochazeji z populacmho dvourozmérného rozdéleni pravdépodobnosti P(X, =
X,=j)proij =12

Za predpokladu, ze ,,podminéné* klasifikace X, | T"a X, | T jsou stejné€ rozdélené
a nezavislé (analogie klasicky paralelnich testt), tedy P(X IT T)=PX,|T) a

PX,NX,| T)= P(X,| T). P(X,| T), 1ze pravdépodobnostni funkci tohoto dvojroz-
mérného (dichotomického) rozdé€leni vyjadrit jako funkei rozdéleni pro analyzu relia-
bility podstatnych komponent, pravé kategorie 7 a podminéné klasifikace X| T takto:

2
(L)  P(X,=iX,=))=Y PT=kPX,=i|T=kP(X,=j|T=k) ij=12
k=1

Uvedeny vztah predstavuje zaklad pravdépodobnostniho modelu pro analyzu re-
liability dichotomické klasifika¢ni procedury. Samoziejmé pro teoretické ucely (od-
vozeni odhadl parametrtt), avSak nikoliv pro pochopeni principu modelu, je uzite¢né
prezentovany vztah dale modifikovat, resp. algebraicky upravit. Diivodem pro tuto
upravu je fakt, ze v diskrétnim rozdéleni pravdépodobnosti je vzdy jedna pravdépo-
dobnost vazana (soucet pravdépodobnosti je vzdy roven = 1).

Pozn: v dal$im textu budeme z diivodu zjednoduseni zapisu pouzivat nasledujici
oznaceni. Vzhledem k tomu, ze se zde jedna o populaéni charakteristiky (parametry
modelu), pouzijeme standardné feckou abecedu:

T, = =P(X,=1i,X,=j), ij=12; sdruzené rozdéleni observovanych kategorii

r =P(T=k), k=12; rozdéleni pravé kategorie
= PX=s|T=k), ks=12 podminénérozdéleni X|T chyby (k+s)
v klasifikaci)

Vzhledem k tomu, ze inferen¢ni statistiky (bodové odhady, intervalové odhady
a testy hypotéz o shod¢ dat s modelem) jsou zavislé na ptipadnych dalSich predpo-
kladech tykajicich se parametrii tohoto modelu, budeme se jednotlivym specifikacim
modelu vénovat postupné.

Model A: Piredpoklad shodné pravdépodobnosti obou chyb v klasifikaci

V tivodu se budeme zabyvat numericky nejjednodussim modelem dichotomické kla-
sifikace, ktery predpoklada shodnou pravdépodobnost chybné klasifikace do obou
uvazovanych kategorii ¢, tedy P(X 2| T=1)=PX=1|T=2). Tento pred-
poklad nepiedstavuje nic Jlneﬂo nez analogii pfedpokladu nezavislosti slozek E, T
v klasickém testovém modelu, tedy shodu distribuce chybové slozky E na vSech trov-
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nich pravého skoru 7. Je ziejmé, ze pro dosti Sirokou skalu rozliénych klasifika¢nich
procedur neni uvedeny piedpoklad pfili§ omezujici, avsak jeho piijeti je samoziejmeé
nutné pecliveé uvazit v zavislosti na konkrétni datové situaci.

Jestlize budeme uvedeny predpoklad akceptovat, strategie analyzy se vyrazné
zjednodusi, nebot’ se v modelu snizi pocet neznamych (volnych) parametrti. V tomto
ptipadé Ize ziskat maximalné vérohodné odhady obou neznamych popula¢nich para-
metri € =¢,,= ¢,

at = P(T = 1) ptimo, bez pouziti slozitych numerickych metod (podrobné&ji viz
Andél, 2002). Prislusné odhady jsou standardné oznaceny pomoci stiisky

2(n,+n,)
1_ 1_ 12 21 n N
@1 £ = E S e 5
2 (n,, + my)(1 - 2€)

Rozptyl odhadu pravdépodobnosti chyby klasifikace € se potazmo ziska na zakladé
vztahu

2.2
(2.2 T2t +€7 €67 (-8 —t+26

A AN2 N2 L 2 -1
s2(€)=[n 4E-T) L, (=26 4E+T+]) ]

Z teorie ML-odhadu plyne, ze rozdéleni odhadu pravdépodobnosti chyby klasifi-
kace konverguje v distribuci k normalnimu rozdéleni N[ ¢, s°(¢) ] (dlikaz viz Andél,
2002). To umoznuje konstrukci intervalu spolehlivosti pro neznamou popula¢ni prav-
dépodobnost chyby klasifikace:

CI(95%): € +1,965(€)

Postup analyzy budeme nyni prezentovat na nasledujicim redlném piikladu.

Priklad 1: Ve dvoustupiiovém pfijimacim fizeni na jisté vysoké Skole v CR s umé-
leckym zamétenim piedstavuje prvni ¢ast ptijimaci procedury talentovou zkousku, ve
které jsou uchazeci klasifikovani dichotomicky (1 = postupujici, 2 = nepostupujici).
Pro ucely analyzy reliability (objektivity) této klasifikace hodnotila dvojice pedagogt
nezavisle vysledek talentové zkousky (X, X)) u souboru n =155 uchaze¢t. Empirické
cetnosti sdruzenych klasifikaci prezentuje ¢tyfpolni tabulka (tab. 1).

Tab. 1 Empirické Cetnosti klasifikace dvou pedagogti

KLAS | X,=1 | X,=2
X,=1 85 21
X,=2 13 36

Dosazenim téchto vybérovych ¢etnosti do uvedenych vztahti ziskame tyto vysled-
né hodnoty statistik:

€=0125 1=0,711 5(€)=0,0095CI(95%): P[ 0,107 <eg<0,144 ] =0.95

Ziskané statistiky je nutné doplnit testem symetrie vstupni kontingencni tabulky,
abychom ovéfili predpoklad shodné podminéné distribuce obou hodnotiteld. V na-
Sem pripad¢ dvou replikaci dichotomické klasifikace se jedna o McNemarQv test.
Na zakladé hodnoty testové charakteristiky: y*= 1,88; p = 0,170 lze hypotézu stejné
distribuce pfijmout.
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Model B: Rozdilné pravdépodobnosti chyby v klasifikaci

Je samoziejmé, ze existuji dichotomické klasifikacni procedury, kdy ptredpoklad
shodné pravdépodobnosti obou chyb klasifikace je bud’ nerealny, nebo nastupuje z di-
agnostickych diivodu pfirozeny pozadavek rozdilnych ptipustnych pravdépodobnosti
obou chyb klasifikace. Jako ptiklad takové situace mize byt pozadavek, aby se chyba
falesné negativity diagnozy vyskytovala s nizsi pravdépodobnosti, nez ptipadna chy-
ba fale$né pozitivity. V takovém piipadé se strategie analyzy z divodu vazby mezi
parametry ndhodnych proménnych, které model saturuji, pochopitelné¢ komplikuje.

Z tohoto diivodu je nutné volit zcela odlisny induktivni postup. Strategie analyzy reli-

ability dichotomické klasifika¢ni procedury na zéklad¢ dat z dvojnasobné klasifikace

(napt. nezavislé klasifikace dvou hodnotitelll) je v tomto piipadé zalozena na testu

hypotézy, ktery je analogicky jako klasicky Pearsontiv chi-kvadrat test dobré shody

a ma tedy nasledujici kroky:

1. Ur¢ime pevn€ hodnoty podminénych pravdépodobnosti ¢, = P(X = s | T = k),
k,s=1,2, tedy ptipustné pravdépodobnosti chybné a potazmo i spravné klasifikace.
Tim ur¢ime formou (nulové) hypotézy pozadovany stupen spolehlivosti klasifikac-
ni procedury.

2. Stanoveni téchto hypotetickych pravdépodobnosti umoznuje na zéklade ziskanych
empirickych ¢etnosti pomoci modifikované metody minimalniho x* odhadnout ne-
znamé pravdépodobnosti pravych kategorii 7, = P(T = k) , pro k = 1,2." (podrob-
néji viz Andél, 2002).

3. Dosazenim téchto odhadu spolu s pfipustnymi pravdépodobnostmi chyby klasifikace
do zékladniho vztahu modelu ziskame teoretické (ocekavané) pravdépodobnosti

2
(2.3) 7f.,=2fkekeﬁ .0 j=12

pro v test dobré shody emplrlckych Cetnosti Cetnosti n,; s modelem specifikova-
nym hypotézou o hodnotach piipustnych pravdepodobnost1 g, =PX=s|T=k),
ks=1,2.

o 2 2 (n — ny?

2.4) =2 ZJ (df=2)
=l j=l nTI:

Jinak feceno, test rozhoduje, zda empmcke rozdéleni Cetnosti sdruzené klasifikace

odporuje, ¢i neodporuje pozadovanému stupni reliability klasifikace, ktery je spe-

cifikovany pripustnymi pravdépodobnostmi chybné klasifikace.

Uvedeny algoritmus analyzy rehablhty si ukazeme podrobné na jiz uvedeném pii-
kladu talentové zkousky, pficemz piipustné pravdepodobnostl chybné klasifikace ten-
tokrat volime nesymetricky. Diivodem této volby muze byt pozadavek, aby se chybné
vylouceni talentovaného uchazece vyskytlo s mensi pravdépodobnosti, nez chybny
postup netalentovaného. Z tohoto divodu byly pfipustné pravdépodobnosti zvoleny
nasledovné:

PX=2|T=1)=005aP(X=1|T=2) =015 Tyto hypotetické pravdépo-
dobnosti poskytuji odhad rozdéleni pravdépodobnosti pravych kategorii metodou
minimalniho chi-kvadratu: T = 0,63, ©, = 0,37. Teoretické resp. o¢ekavané Cetnosti

specifikované piipustnymi pravdépodoi:mostmi chybné klasifikace uvadi tab. 2.

) Odhady parametrt (pravdepodobnostm funkce pravych kategorii) 1, a potazmo 1, = 1 — 1, modi-
fikovanou metodou minimalniho > pfedstavuje feSeni nelinearni rovnice (v piipade multinomické

klasifikace potom soustavy nelinedrnich rovnic)
n, an, (t,,4)

ZZ"n(‘rﬁ) at, =0

kde € znadi matici piipustnych pravdépodobnosti g,
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Tab. 2 Odhady teoretickych (o¢ekavanych) cetnosti Tab. 3 Standardizované rezidualy

KLAS | X,=I | X,=2 KLAS | X,=1 | X,=2
X, =1 88,9 12,0 X,=1 -0,41 2,60
X, =2 12,0 421 X,=2 0,29 -0,94

Shodu empirickych dat s modelem zvolenych ptipustnych pravdépodobnosti testu-
je x*test dobré shody: ¥* (df = 2) = 7,89, p=0,019. Vysledek testu (zde zamitame nu-
lovou hypotézu) ukazuje neshodu empirickych ¢etnosti s hypotetickym modelem spe-
ciﬁkovan}'lm pripustnymi pravdépodobnostmi chyby klasifikace. Podrobné&jsi ,,post
hoc* informaci k tomu poskytuji pfipojené standardizované rezidualy (viz tab. 3), ze
kterych je patrné, ze v kategorii ( =1, X, =2) je signifikantné€ vyssi Cetnost vyskytu
této klasifikacni kombinace, nez l{>y odpovidalo stanovenym piipustnym pravdépo-
dobnostem chybné Klasifikace.

Pro ilustraci zde pfipojime vysledek téhoz testu, kdyz zvétSime piipustné prav-
dépodobnosti chybné klasifikace takto: PIX =2 |T=1)=0,1 aPXX=1|T=2) =
=(,15.V tomto ptipadé bychom na zaklad¢ hodnoty testové statistiky y* (df=2)=2,25;
p =0,325 hypotézu o piipustnych hodnotach pravdépodobnosti nezamitli.

Jak jiz bylo feceno v uvodu, ukazeme na datech piikladu talentové zkousky také
strategii analyzy reliability pomoci Cohenova k—koeficientu. Pro vypocet pouzije-
me piislusnou proceduru ze statistického programu SPSS. Ta hodnotu vybérového
k—koeficientu dopliiuje dvéma inferenénimi statistikami, testem hypotézy nulové
hodnoty populac¢niho k—koeficientu a asymptotickou smérodatnou odchylkou odhadu
koeficientu metodou maximalni vérohodnosti, kterda umoziuje vycisleni (asympto-
tického) intervalu spolehlivosti pro populacni k—koeficient. Tento (95%) interval je
k vystupni tab. 4 dodate¢né piipojen, nebot’ neni soucasti vystupu programu SPSS.

Tab. 4 x — koeficient (vystup SPSS)

Value iusiytigto T Approx. T° A%lgrg(.)x.
Phi 517 ,000
Agreement Kappa 514 ,072 6,442 ,000
N of Valid CASE 155

a. Not assuming the null hypothesis.
b. Using the asymptotic standard error assuming the null hypoth.

CI(95%): (0,514 +1,96.0,072) : [ 0,37 ; 0,66 ]

Obecny model: Multinomicka klasifikace a obecny pocet replikaci

Zabyvejme se nyni nejobecnéjsim vicerozmérnym modelem analyzy reliability multi-
nomické klasifikacni procedury. Ten predstavuje klasifikaci do K > 2 kategorii (ozna-
cené 1, 2, ..., K) na zaklad¢é obecného poctu R > 2 nezavislych replikaci. Vstupnimi
daty pro anal}'/zu jsou v tomto piipadé empirické Cetnosti K* klasifika¢nich kombinaci
N i by ooy Iy = 1,..,K'v R-rozmérné¢ kontingencni tabulce. Tyto vybérové Cetnosti
pocﬁazejl z (populacmho) rozdéleni pravdépodobnosti T, =PX, =i Xy =ip)
[y iy =1,. b
" Pro $nazsi predstavu si jiZ na tomto misté uvedeme datovou situaci, na které bude-

me pozdéji cely postup analyzy ilustrovat.
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Priklad 2: V ramci volejbalové statistiky byla sledovana kvalita ptijmu podani. Tii
Skoleni posuzovatelé klasifikovali 468 ptijmu (tfi ligova utkani) do dvou kategorii
(1 = ,,vyborny*, tzn. moznost kombinace v nasledujicim utoku, 2 = ,, dobry*, tedy
bez moznosti kombinace). Z diivodu zjednoduseni jsme zde vynechali dal$i mozné
kategorie, tedy bez moznosti utoku a ptimé body z podani, kdy moznost chybné klasi-
fikace nepiedpokladame. Empirické Cetnosti klasifikace ziskanych od tii nezavislych
posuzovateld jsou uvedeny v trojrozmérné kontingencni tabulce (viz tab. 5.)

Tab. 5 Empirické Cetnosti klasifikace tfi hodnotitelti

Klasifikace (X,, X,, X)) | 111 112 121 122 211 212 | 221 | 222 | SUMA

Cetnosti 262 19 23 12 16 9 11 116 468

Stejné jako v ptipadé dvou posuzovateld, i zde predpokladame, ze posuzovate-
1¢ klasifikuji zcela nezavisle. Pro ucely naseho modelu je samozfejmé nutné tento
predpoklad formalné uptesnit. Budeme tudiz predpokladat, Ze podminéné distribuce
klasifikace X | T, (j = 1, ..., R) jsou u vSech hodnotitelii stejn€ rozd€len¢ a Vzajemne
nezavislé. Predpoklad shodné distribuce Ize oveFit testem symetrie vicerozmérné kon-
tingenc¢ni tabulky. Pro tyto ti¢ely byl zobecnén algoritmus Bowkerova testu symetrie
dvojrozmérné kontingenc¢ni tabulky a jeho numerické feseni je rovnéz soucasti vytvo-
feného programu pro analyzu reliability (viz tab. 5).

V piipadé¢ splnéni téchto pomérné racionalnich predpokladii 1ze vyjadrit pravde-
podobnosti sdruzené klasifikace pro obecny piipad R posuzovatelti opét jako funkci
»true® a ,error komponent:

3.1) m, = iP(T = k)ﬁP(Xj =i, |T=k)

Vzhledem k tomu, Ze v tomto mnohorozmérném modelu je zakladni vztah z divo-
du nutnosti pouzit komplikované indexy modelu na prvni pohled ponékud nepichled-
ny, povazuji proto za uzitecné prezentovat i jeho konkrétni Gipravu pro nas ptriklad ti
nezavislych dichotomickych hodnoceni. Potom pravdépodobnost, napi. klasifikace
objektu po fad¢ do kategorii (2, 1, 2), je vyjadiena nasledovné:

2
32 m,, =ZP(T =k)PX,=2|T=b)P(X,=1|T=k)P(X,=2|T =k)

k=1

Algoritmus feseni, tj. odhad parametrti modelu a potazmo test hypotézy, ze empi-

rické Cetnosti R-nasobné multinomické klasifikace odpovidaji pravdépodobnostnimu
modelu, ktery je specifikovany pfipustnymi pravdépodobnostmi chybné klasifikace,
je zcela identicky jako v predchazejicim ptikladu, kdy jsme analyzovali pouze dvé
nezavislé klasifikace. Ptipustné hodnoty pravdépodobnosti chybné klasifikace byly
v tomto ptipad¢ stanoveny symetricky, tedy PIX=2|T=1) =P(X=1|T=2) = 0,05.
Vysledky kompletni statistické analyzy dat piikladu 2 (textovy vystup programu) pre-
zentuje tab. 6.

Tabulka obsahuje (po fad¢)

— Zakladni informaci o analyzovanych proménnych tj. pocet pfipadl, analyzované
proménné, pocet kategorii a replikaci (nezavislych klasifikaci), distribuci kategorii
v jednotlivych replikacich.

— Uzivatelem stanovenou matici ptipustnych pravdépodobnosti P(X | 7) a nasledné
odhady pravdépodobnosti ,.true kategorii“ P(T).
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Tab. 6 Vysledky analyzy reliability — ptiklad €. 2 (textovy vystup programu)

NUMBER OF CASES : 468
NUMBER OF REPETITIONS : 3
NUMBER OF CATEGORIES : 2

VARIABLES: VAR1 :Rl1
VAR 2 :R2
VAR 3 :R3

CASES WEIGHT : FREQ

DISTRIBUTION CAT / REP:
CAT\REP 1 2 3
1 316 306 312
67,5%  654%  66,7%

2 152 162 156
32,5%  34,6% 33,3%

TOTAL 100,0% 100,0% 100,0%

ACCEPTABLE PROBABILITIES (T — X)
(T—-X) 1 2

1 0,950 0,050

2 0,050 0,950

ESTIMATED PROBABILITIES P(j)

P(1) = 0,688

P(2)=0312

OBS EXPECT STAND FREEMAN INDEX
FREQ FREQ RES TUKEY 123
262 276,10 -0,84 0,84 111
19 14,88 1,07 1,05 112
23 14,88 2,11 1,92 121
12 735 1,71 1,55 122
16 14,88 0,29 0,34 211
9 735 0,61 0,65 212
11 7.35 1,34 127 221
116 125,22 -0,82 0,82 222
GOODNESS OF FIT TEST / ACCEPT PROB
CHI-SQ =12,17

DF =6

SIGN = 0,058

SYMETRY OF CONTINGENCY TABLE
CHI-SQ = 1,71

DF 4

SIGN

— Pro jednotlivé (indexem oznacené) kombinac¢ni kategorie jsou uvedeny observo-
vané Cetnosti, o¢ekavané Cetnosti (specifikované piipustnymi pravdépodobnostmi
P(X| T) a pro post hoc analyzu standardizované a Freeman-Tukeyovy rezidualy.

— y*test dobré shody empirickych dat s modelem specifikovanym hypotézou o pii-
pustnych pravdépodobnostech chybné klasifikace.

— Test symetrie vstupni kontingenc¢ni tabulky (testuje splnéni nutného ptedpokladu
modelu o shodné distribuci P(X | T) u vSech replikaci).
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Z inspekce vystupni tabulky zjistime tyto stéZejni statistické nalezy:

— Na zakladé¢ vysledku y testu symetrie kontingenéni tabulky {y* (df =4) = 1,71,
p = 0,948} Ize hypotézu symetrie pfijmout, coz znaci splnéni predpokladu o shod-
ném rozdéleni podminéné klasifikace u vSech tii hodnotiteld.

— Vysledek x* testu dobré shody empirickych ¢etnosti trojnasobné klasifikace s mo-
delem (specifikovanym zvolenymi piipustnymi pravdépodobnostmi) {y* (df =6) =
=12,17,p = 0,058} znamena pfijeti hypotézy o piipustnych hodnotach pravdépo-
dobnosti chyby klasifikace PIX =2|T=1)=P(X=1|T=2) =0,05.

— Jak je patrné, obsahuje vystupni tabulka, kromé téchto dvou stézejnich induktiv-
nich soudi, dalsi uzitecné statistiky, predev§im procentualni vyjadieni vstupnich
frekvenci, bodové odhady popula¢ni pravdépodobnosti ,,pravych™ klasifika¢nich
kategorii, o¢ekavané Cetnosti sdruzené klasifikace za podminky pfipustnych prav-
dépodobnosti chyby klasifikace. Pro porovnani empirickych a o¢ekavanych cet-
nosti sdruzené klasifikace jsou k dispozici standardizované rezidualy a Freeman-
Tukeyovy odchylky.

Stejn¢ jako u datove situace dvou nezavislych replikaci klasifikace (pfiklad
¢. 1) i1 zde ukazeme paralelnl analyzu reliability na zakladé¢ Cohenova k — koeficien-
tu. Vzhledem k tomu, Ze pro obecny pocet replikaci (Vlce nez dva hodnotitelé) neni
k dispozici zadny standardni statisticky software, vyuzijeme zde ptislusnou proceduru
z naseho jiz zminéného programu, s t€mito V}'lstupnimi statistikami (podrobné vzorce
pro pouzité inferen¢ni statistiky uvadi napft.: Bortz, Lienert, Boehnke, 1990).

Vybérovy odhad hodnoty « — koeficientu: x =0,712
Vybérova smérodatna odchylka (standardni chyba): s(x) = 0,033
95% konfiden¢ni interval pro populacni k [0,678 ;0,776 ]

Pravdépodobnostni model chyby v klasifikaci vs. kappa model

Pokusime se nyni o slibené porovnani praktického vyuziti obou strategii analyzy re-
liability nominalnich klasifikaci. VSeobecné znamy Fleiss-Cohentiv koeficient kappa
je pomérné sofistikovana mira konkordance v opakovanych klasifikacich. Jeji princip
spociva v relativnim vyjadieni nadnahodnych frekvenci shodnych observaci. Pfi to-
talni konkordanci je hodnota koeficientu rovna jedné a v piipadé nezavislosti vysled-
nych klasifikaci, kdy empiricka frekvence shodnych klasifikaci je rovna o¢ekavané
¢etnosti pii platnosti hypotézy nezavislosti, je jeho hodnota nulova. Bohuzel ma tento
koeficient charakter pouhého indikatoru bez empirického vyjadieni. Tim mame na
mysli fakt, ze interpretace, resp. predstava konkrétni hodnoty jeho bodového odhadu
je pro uzivatele jisté méné Citelna nez napt. obycejna relativni ¢etnost konkordantnich
klasifikaci. To nutn€ vede k nestastnému pseudoinformativnimu intervalovému tii-
déni hodnot koeficientu s nic nefikajicim oznacenim intervalli: vyborny, uspokojivy,
dobry,.., atd., které¢ 1ze v nékterych publikacich najit.

Prezentovany pravdépodobnostni model chyby v klasifikaci poskytuje, na rozdil
od kappa - strategie, urcité 1épe interpretovatelnou informaci. Inferen¢ni soudy, inter-
valové odhady a testy hypotéz se zde tykaji populacnich pravdépodobnosti chybné,
a tim samoziejmé potazmo i bezchybné klasifikace, tedy pfimého vyjadieni stupné
rizika, s jakym muze uZivatel o€ekdvat chybu klasifikace, napt. faleSnou pozitivitu ¢i
faleSnou negativitu diagnézy.

Struény nastin programu pro analyzu reliability

Hlavni procedura programu ptedstavuje kompletni numerické feSeni obecného prav-
dépodobnostniho modelu chyby v klasifikaci pro obecny pocet klasifika¢nich katego-
rif (multinomicka klasifikace) a obecny pocet replikaci. Vstupem jsou empiricka data
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z replikaci klasifikace, a to bud’ ve formé R-rozmérné kontingenéni tabulky (vahova
proménna), nebo ve formé primarnich dat, tedy observovaného vektoru po statistic-
kych jednotkach. Uzivatel si voli matici ptipustnych pravdépodobnosti chybné resp.
spravné klasifikace P(X | 7). Na zaklad¢ téchto vstupnich dat se vypoctou (metoda
minimalniho chi-kvadratu) odhady pravdépodobnostni funkce P(7) pravych kategorii
modelu. Tyto odhady piedstavuji feSeni soustavy nelinearnich rovnic (Newton-Ra-
phsonova metoda). Ziskané odhady umoznuji vypocet odhadi ocekavanych ¢etnosti
pro vstupni R-rozmérnou kontingencni tabulku a potazmo vypocet hodnoty testové
charakteristiky chi-kvadrat testu dobré shody s modelem. Tento chi-kvadrat test je
pro ,,post-hoc™ analyzu doplnén standardizovanymi rezidudly a Freeman-Tukeyo-
vymi odchylkami. Soucasti tohoto algoritmu je i odhad pravdépodobnosti chybné
klasifikace (metoda maximalni vérohodnosti) pro piipad dichotomické klasifikace
s predpokladem, Zze obé chyby klasifikace maji shodnou pravdépodobnost. Pro oveé-
feni predpokladu shodné distribuce replikaci klasifikace slouzi zobecnény Bowkertiv
test symetrie R-rozmérné kontinge¢ni tabulky.

Dalsi procedura programu fesi problematiku reliability na zakladé Fleiss-Cohenovy
koncepce pii obecném poctu replikaci. Vystupnimi statistikami jsou vazeny i klasicky
kappa - koeficient, jeho asymptoticky intervalovy odhad, test hypotézy o nulové hod-
noté popula¢niho kappa a dil¢i koeficienty kappa pro ,,post hoc* analyzu konkordance
v jednotlivych klasifika¢nich kategoriich.

ZAVER

Prezentovany pravdépodobnostni model chyby v klasifikaci poskytuje novou, netra-
di¢ni metodu analyzy spolehlivosti nominalnich klasifikaci. Ta poskytuje oproti kla-
sické ,.kappa“ metodologii inferen¢ni soudy, které maji mnohem ptirozené;si, a tim
samoziejmeé i praktictéjsi interpretaci. Vzhledem k tomu, Ze u této metody je numeric-
ké feSeni vystupnich statistik pomérné sloZité, byl soubéZné vytvoten program, jehoz
jadrem jsou iterativni metody vypoctu vsech téchto statistik.
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SOUHRN

Je znamo, ze pro analyzu reliability test, které
se uzivaji pro méfeni v psychologické diagnos-
tice, je k dispozici velice silna a podrobné ro-
zpracovana metodologie. V diagnostice se vSak

vyskytuji i rozliéné klasifikaéni procedury, kdy
observovana proménnd ma pouze nominalni
charakter. U takovych klasifikaci se informace
o jejich reliabilit¢ vyskytuje velice vzacné. Jed-
nim z divodi je samoziejmé fakt, Zze pro no-
mindlni klasifikace neni k dispozici tak vypra-
covana metodologie, jako u testového méfeni.
Analyza spolehlivosti je v téchto pripadech
vétsinou zalozena na Cohen-Fleissové kappa
koncepci, tedy analyze konkordance pti dvou,
nebo vice replikacich klasifikace. Cilem této
stati je prezentace nové, netradi¢ni metody
analyzy reliability klasifikacnich procedur,
jejimz zakladem je pravdépodobnostni model
chyby v klasifikaci. Tento model je zalozen na
analogickém principu jako ,.true-error model
klasické teorie testtl.
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